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symmetric patterns of product differentiation  in which  all product  variants of  a  single  firm have  the 
same characteristics. Assuming  that preferences differ across consumers and allowing  for unobserved 
demand heterogeneity, we numerically show the existence of asymmetric, fully differentiated, patterns 
of  vertical  product  differentiation  in  which  the monopolist maximises  profits  by  setting  prices  and 
qualities. In particular, we show that the patterns of vertical product differentiation depend crucially on 
the  level of unobserved demand heterogeneity and  the observed dispersion of willingness  to pay  for 













Vertical product differentiation  is observed  in many  industries. For example,  in aviation one can find a 
high degree of product differentiation both between airlines as well as between the products offered by 
a single airline, but other examples are of course easily found. The desire to understand the economic 
motives  of  multi‐product  firms  applying  vertical  product  differentiation  resulted  into  a  number  of 




The  seminal  article  by Mussa  and  Rosen  (1978),  and  successive  studies  by  others,  assume  that  the 
willingness  to pay  for quality differs across consumers and  that consumer demand  is deterministic.  In 
this article, we study the patterns of vertical product differentiation in a multi‐product monopoly using a 
random  utility  framework.  The  random  utility  framework  is more  general  and  represents  the more 
realistic  case  in which  the  firm, or  the  researcher,  cannot predict, or monitor,  consumer preferences 























being  available,  and we  perform  a  numerical  analysis  from which we  conclude  that  the monopolist 
supplies vertically differentiated product variants  if  the  level of unobserved heterogeneity  is relatively 
small compared with the observed dispersion in willingness to pay for quality across consumers.  
 
Section  2  introduces  the  basic model  of  vertical  product  differentiation.  In  Section  3 we  discuss  the 






























product variant  i  is characterised by  its price, pi, and quality, qi. The generic parameter y captures the 
base utility  from other goods, while  the generic coefficient α captures  the marginal utility of  income, 
and  t  represents the consumer specific marginal utility derived from quality. Therefore, consumers are 
homogenous with respect  to  their marginal utility of  income. However,  the  implied willingness  to pay 
for a unit increase in quality,  /t  , differs across consumers following a uniformly distribution over the 
interval  ,    , with density normalised to 1.  
 
Consumers  select  themselves  in  product  variants  according  to  their  willingness  to  pay  for  quality. 
Consumers with a relatively high   are willing to pay more for quality and therefore select themselves 
in  product  variants  with  relatively  higher  qualities  and  prices  when  prices  and  qualities  vary  over 
variants that are supplied in equilibrium.  
 
The  utility  function  as  depicted  in  Eq.  (1)  has  no  random  terms  and  is  deterministic;  the  utility  of 
consumers  is  fully  explained  by  prices  and  qualities  of  the  supplied  product  variants,  the  consumer 
sensitivities  regarding  these variables, and  the base utility derived  from other goods  y. This model  is 
                                                           










     2 .i i ic q aq bq    (2) 
 
We assume a≥0, b>0,    0' ic q   and    0'' ic q  for all qi. The  cost  function and  linear  specification of 
utility guarantee an interior solution with respect to quality setting.5 The optimal quality level for a given 
t  is determined by setting marginal costs of quality improvement,   2 ia bq , equal to the willingness  
to  pay for quality,  /t  .
6  
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functions  as  usual  logit  probabilities.  One  of  the  properties  of  the  Gumbel  distribution  is  that  the 
variance equals   2 2 6/  . The importance of the unobserved error term compared with the observed 
prices and qualities  increases with this variance. The term  in brackets  is  just a constant, however, the 
parameter μ,  the  so‐called  scale parameter, needs  to be  (empirically) determined  (see e.g. Ben‐Akiva 
and  Lerman,  1985). We  show  in  Section  4  that  the  value  of  the  scale  parameter,  and  therefore  the 
relative  level  of  unobserved  utility  components,  plays  an  important  role  in  the  implied  pattern  of 
product differentiation. 
 
The  model  as  described  in  Eq.  (1)  and  Eq.  (2)  has  been  used  to  study  deterministic  demand 
heterogeneity in single‐product duopolistic markets. Using backward induction, a unique Cournot‐Nash 
equilibrium in prices and qualities can be found. In the first stage, firms set their quality level, and in the 
second  stage  they  set  their  prices  accordingly.  The  standard  textbook  results  show  that  equilibrium 
profits rise in quality differences between the two variants. Therefore there is a clear incentive to get a 
maximum differentiation between the two variants of both firms  (see e.g. Tirole (1988)).7 The principle 
of maximum  differentiation  holds,  even  if  costs  of  quality  are  ignored  and  a  symmetric  duopoly  is 





7  The  principle  of  maximum  differentiation  also  applies  to  Hotelling  type  of  models  of  horizontal  product 
differentiation. Both in horizontal and vertical product differentiation models, firms differentiate their products (in 
space or characteristic  space)  in order  to segment  the market and  to  increase  their market power and  thereby 









The  various  studies  into multi‐product  duopolists  produce  different  results.  Champsaur  and  Rochet 
(1989) and Bonnisseau and Lahmandi‐Ayed (2006) find that the profit‐optimising duopolist supplies just 
a  single product variant. Cheng et al.  (2011) argue  that  the assumption of perfectly  inelastic demand 
may explain  the  results  found by Champsaur and Rochet  (1989) and Bonnisseau and  Lahmandi‐Ayed 
(2006).  In our model  the demand  for products  conditional on buying  a product  is perfectly  inelastic, 
however,  the unconditional demand  is elastic because  consumers  can  choose not  to buy  and obtain 
their base utility,  y, as shown in the last line of both Eq (1) and Eq (3). 
  
We  conclude  that  deterministic  heterogeneity  results  in  asymmetric  patterns  of  vertical  product 
differentiation for monopolies as well as duopolies. We are not aware of any attempt to reproduce the 
results of Mussa and Rosen  (1978) using  the more general  random utility  framework. Anderson et al. 
(1992) are  the  first  to  integrate  the discrete  choice model  into  traditional models of vertical product 










We  follow  closely  the model  by Mussa  and  Rosen  (1978)  and  Cheng  et  al.  (2011).8  The monopolist 
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1992). Furthermore, we could also adopt a negative  index  for quality and  interpret  this  index as  the number of 
restrictions of  the product,  for example  the number of  restrictions on a  ticket. This measure has  the benefit of 
practical applicability in the afore mentioned transport markets. Define  i iq r  , with  indicating the maximum 
number of restrictions on the lowest quality product variant possible. For example, the lowest available air fares in 
the aviation  industry have more  restrictions,  such as a  required minimum  stay or  inclusion of a Saturday night, 
compared with more  expensive  air  fares  for  the  same  flight.  Both  interpretations  of  quality  do  not  alter  the 
insights regarding vertical product differentiation as discussed in this article.       




In line with Eq. (5), the demand for the outside alternative, xout, equals    /n   . Figure 1 illustrates 
the above results for an arbitrary pair of prices and qualities of two product   variants,   assuming p1>p2  
and q1>q2, and an arbitrarily level of basic utility from other goods. The figure shows the willingness to 
pay  for quality, by assuming α=1,  for  two marginal  consumers and  the  resulting demand  for  the  two 
product variants. Obviously, not  the whole market  is  covered by  the monopolist, because  consumers 
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p q q 
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    (7) 
 
Eq.  (7)  clearly  shows  that  the  equilibrium  price  for  each  variant  has  an  equal  expression  for  all  the 
product variants, and that the equilibrium price  is an  increasing function of the quality of that variant. 






















positive  demand,  price  and  quality.  Note  that  the  quality  difference  between  sequential  product 
variants,  1
* *
i iq q  ,  is constant and equals   2 1 2/ n   . This  interval of quality‐differentiated product 
variants is also reported by Mussa and Rosen (1978), and Cheng et al. (2011). Furthermore, it is easy to 
check that the highest quality variant, i=1, has a quality equal to   2 1 2/n n   .  
 
By substituting the equilibrium qualities, Eq. (8),  into the expression for equilibrium prices, Eq. (7), we 
can  check  the  price  difference  between  sequential  product  variants.  The  price  difference, 
    22 21 2 2 2 1 2* * /i ip p n i n       , is, in contrast to the quality difference, not a constant. In fact, 
the  price  difference  is  increasing  in  i,  so  the  price  differential  between  neighbouring  higher  quality 
products  is  larger  compared  with  neighbouring  lower  quality  products.  This  has  straightforward 
implications for the mark‐up per product variant. Because the quality interval is constant, the marginal 





























surplus plus the profits of the monopolist, defined by:  mW CS   . The consumer surplus is the integral 
over  the utility  function  for all  types of consumers multiplied by  the  inverse of  the marginal utility of 
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whereas  the  second  RHS  term  in  Eq.  (10)  addresses  all  remaining  n‐1  product  variants.  Note  that 








quantifies  the  average utility of  all  consumers buying  a  certain product  variant  i with  its  equilibrium 
prices and qualities. By multiplying  this average utility with  the number of people buying  this product 
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     (12) 
 
The fact that the monopolist supplies vertically differentiated products, is welfare increasing. In case the 
monopolist  offers  a  single  product  variant,  the  profits  equal    2 22 27/ /  ,  while  the  consumer 
surplus equals    2 21 27/ /  .13 So, both profits and consumer surplus increase due to vertical product 
                                                            
13  For  n=i=1,  the  demand  for  this  single  variety,  by  applying  Eq.  (4)  and  Eq.  (5),  yields   1 1 1/x p q   , 
furthermore the quality, Eq. (8), equals     2 3/  , and by substituting the quality in Eq. (7) we derive the price: 
  2 24 9/ /  . Plugging the quality, price and demand in the profit function , Eq. (6), yields, after some rewriting, 
  2 22 27/ /m   . Substituting  the quality, price, and demand  in Eq.  (10), note  that  1 1 1/p q  , yields  the 
consumer surplus:   2 21 27/ /  . 
14 
 













































Anderson et al.  (1989 and 1992)  study and use  the  random utility  framework  for numerous  issues  in 
product  differentiation  theory. Our model  set‐up  can  be  looked  at  as  a  combination  of  the models 
studied by Anderson and de Palma (2001), Anderson and de Palma (1992b) and Anderson and de Palma 

















































buy   m tP ,   not buy  1 m tP ,













      (14) 
 
with  , | , ,im t i m t m t    . So, each  consumer  type  t has a demand equal  to  the  conditional probability of 
choosing  product  variant  i  given  that  they  buy  the  product, multiplied  by  the  probability  that  they 
actually buy  the product. The  total demand  for product variant  i  is  the summation over all consumer 










































































   































    
   
































Both error  terms  follow a double exponential distribution with  a mean equal  to  zero and a  variance 
equal  to   2 22 6/    and   2 21 6/    respectively.  The  variance  increases  in  the  scale  parameters.  A 
higher value of the variance, whether through an increase in μ1, μ2 or both, means that the systematic 




17  For  all  numerical  optimisation  results,  we  calculated  the  accompanying  Hessian matrix  and  evaluated  the 




via μ1 makes  the demand  for whether or not buying  a product  at  all  less  sensitive  to  the maximum 
expected utility, the logsum, of buying the product.  
 
In  the  special  case  that  the  variance  of both  error  terms  approaches  zero,  and  therefore both  scale 







not‐buying‐at‐all  alternative.  A  final  restriction  on  the  parameterisation  of  the  scale  parameters  is 
dictated by  the  inclusion of  the outside, degenerated alternative. Having one elemental alternative  in 
the nest requires the scale parameters at both levels need to be equal.18    
 
In  the  Figures 4, 5, and 6 we  show how  the expected market  shares  (probabilities)  for each product 
variant varies over the range of willingness to pay for quality for three different “extreme” sets of values 
of  the scale parameters.  In contrast  to Figure 1,  the expected market shares  in  the  figures below are 
now based on the actual profit maximising price and quality for each product variant. Assuming three 








Due  to  the parameterisation of  the  scale parameters,  the expected market  shares  in Figure 4  sharply 
react to the level of the systematic utility which varies per product variant for each consumer type. For 
example, the probability of choosing product variant 1,  1 ,m t , directly approaches 1 at the moment the 
marginal  consumer  1 ,  here  around  1.72,  prefers  product  variant  1  over  2  in  observed  utility 
components. On the secondary y‐axis the observed utility per product variant for each consumer type is 
depicted  reflecting  the  deterministic  model.  Due  to  the  absence  of  any  variation  in  the  random 
components the nested logit model equals the deterministic model.  
 





the  expected market  shares  are  hardly  responsive  anymore  to  the  differences  in  systematic  utility 
between  the product variants on  the one hand, and buying versus not buying at all on  the other. We 
conclude  that  the parameterisation of  the nested  logit model, or  the empirical validation of  its  scale 
parameters,  largely  influences  the  ability  of  the  nested  logit  model  to  analyse  vertical  product 








Figure 4 Market  share over θ  for  random  (upper panel) and deterministic  (lower) utility  for  three product variants, with 
















































product variants, with  1  ,  2  ,  1 1  , and  2 0 001.  .  
 
Figure 6 Market share over θ for random (primary vertical axis) and deterministic (secondary vertical axis) utility for three 
























































models are  shown  in Table 1 and Table 2. The patterns of product differentiation are a  result of  the 
profit maximising behaviour of the monopolist facing different parameter values for  and  2 . 
 
Irrespective of the different parameter values or utility models, the monopolist maximises its profits by 
supplying  an  infinite  number  of  product  variants.  However,  for  reasons  of  tractability, we  limit  the 
numerical results to supplying two product variants in Table 1 and five variants in Table 2. We evaluate 




    2 0 1.    2 0 5.    2 0 9.   
  1    2    5    1    2    5    1    2    5    1    2    5   
1p   0.56  2.24  14.00  1.47  2.81  13.44  1.54  2.25  13.30  1.62  2.32  12.89 
2p   0.24  0.96  6.00  1.47  1.65  4.93  1.54  2.25  5.11  1.62  2.32  7.98 
1q   0.80  1.60  4.00  0.52  1.56  3.87  0.52  1.12  3.84  0.52  1.09  3.70 
2q   0.40  0.80  2.00  0.52  0.59  1.62  0.52  1.12  1.66  0.52  1.09  2.45 
                         
mark‐up1  0.24  0.96  6.00  1.33  1.60  5.95  1.40  1.62  5.94  1.49  1.72  6.03 
mark‐up2  0.16  0.64  4.00  1.33  1.47  3.62  1.40  1.62  3.75  1.49  1.72  4.97 
                         
market share1  0.20  0.20  0.20  0.12  0.17  0.23  0.14  0.16  0.23  0.16  0.18  0.19 
market share2  0.20  0.20  0.20  0.12  0.13  0.18  0.14  0.16  0.18  0.16  0.18  0.18 
market sharem  0.40  0.40  0.40  0.24  0.30  0.41  0.28  0.33  0.41  0.32  0.36  0.38 
profitm  0.08  0.32  2.00  0.32  0.47  2.02  0.40  0.53  2.03  0.48  0.63  2.07 
                         
CSm  0.04  0.16  1.00  0.28  0.38  1.15  0.34  0.42  1.16  0.39  0.48  1.16 
CSo  0.16  0.64  4.00  0.80  1.10  4.18  0.96  1.24  4.19  1.14  1.44  4.30 
Wm  0.12  0.48  3.00  0.61  0.85  3.18  0.73  0.96  3.20  0.88  1.11  3.24 
Wo  0.16  0.64  4.00  0.80  1.10  4.18  0.96  1.24  4.19  1.14  1.44  4.30 






    2 0 1.    2 0 5.    2 0 9.   
  1    2    5    1    2    5    1    2    5    1    2    5   
1p   0.66  2.64  16.53  1.49  2.78  16.32  1.68  2.37  14.14  1.93  2.58  12.37 
2p   0.50  1.98  12.40  1.49  2.78  11.99  1.68  2.37  14.14  1.93  2.58  12.37 
3p   0.35  1.39  8.68  1.49  2.78  8.34  1.68  2.37  9.27  1.93  2.58  12.37 
4p   0.21  0.86  5.37  1.49  1.64  5.11  1.68  2.37  6.16  1.93  2.58  3.79 
5p   0.10  0.40  2.48  1.49  1.64  2.32  1.68  2.37  2.81  1.93  2.58  3.79 
1q   0.91  1.82  4.45  0.52  1.52  4.49  0.51  1.08  3.97  0.50  1.02  3.50 
2q   0.73  1.45  3.64  0.52  1.52  3.52  0.51  1.08  3.97  0.50  1.02  3.50 
3q   0.55  1.09  2.73  0.52  1.52  2.61  0.51  1.08  2.79  0.50  1.02  3.50 
4q   0.36  0.73  1.82  0.52  0.54  1.64  0.51  1.08  1.92  0.50  1.02  1.04 
5q   0.18  0.36  0.91  0.52  0.54  0.47  0.51  1.08  0.70  0.50  1.02  1.04 
                         
mark‐up1  0.25  0.99  6.20  1.35  1.63  6.25  1.55  1.79  6.26  1.80  2.06  6.26 
mark‐up2  0.23  0.93  5.79  1.35  1.63  5.79  1.55  1.79  6.26  1.80  2.06  6.26 
mark‐up3  0.20  0.79  4.96  1.35  1.63  4.95  1.55  1.79  5.38  1.80  2.06  6.26 
mark‐up4  0.15  0.60  3.72  1.35  1.50  3.76  1.55  1.79  4.32  1.80  2.06  3.25 
mark‐up5  0.08  0.33  2.07  1.35  1.50  2.21  1.55  1.79  2.56  1.80  2.06  3.25 
                         
market share1  0.09  0.09  0.09  0.05  0.06  0.10  0.07  0.08  0.09  0.09  0.10  0.10 
market share2  0.09  0.09  0.09  0.05  0.06  0.10  0.07  0.08  0.09  0.09  0.10  0.10 
market share3  0.09  0.09  0.09  0.05  0.06  0.09  0.07  0.08  0.09  0.09  0.10  0.10 
market share4  0.09  0.09  0.09  0.05  0.06  0.08  0.07  0.08  0.09  0.09  0.10  0.09 
market share5  0.09  0.09  0.09  0.05  0.06  0.07  0.07  0.08  0.09  0.09  0.10  0.09 
market sharem  0.45  0.45  0.45  0.26  0.31  0.45  0.35  0.39  0.45  0.44  0.49  0.48 
profitm  0.08  0.33  2.06  0.35  0.49  2.12  0.54  0.70  2.24  0.80  0.98  2.43 
                         
CSm  0.04  0.16  1.03  0.30  0.40  1.20  0.43  0.53  1.27  0.59  0.68  1.38 
CSo  0.16  0.66  4.13  0.85  1.16  4.35  1.27  1.58  4.60  1.77  2.11  4.99 
Wm  0.12  0.50  3.10  0.65  0.89  3.33  0.98  1.23  3.51  1.39  1.66  3.81 
Wo  0.16  0.66  4.13  0.85  1.16  4.35  1.27  1.58  4.60  1.77  2.11  4.99 












and all parameter values.19 The effect of unobserved  inter‐product heterogeneity,  2 , on equilibrium 
prices,  qualities, mark‐ups, market  shares,  and  profit  is  positive.  So,  if  the  consumer  becomes  less 
sensitive regarding the observed part of the utility function, for example consumers have strong but not 
observable preferences  for certain product variants,  the monopoly can  increase  its mark‐up  freely, by 
setting higher prices  for the same quality, without affecting the expected demand  (market shares)  for 
the variant. 
 
We  define  an  equilibrium  to  be  symmetric  if  and  only  if  prices  and  qualities  of  all  product  variants 
supplied by a single  firm are equal.  In contrast,  the asymmetric equilibrium can have overlapping,  i.e. 
subsets of symmetric product variants, as long as at least two product variants supplied by a single firm 
differ in prices and qualities. In case prices and qualities of all product variants supplied by a singly firm 
vary, we define this as a fully differentiated equilibrium, so  1 2 np p p   and  1 2 nq q q  . 
 
As expected based on Eq.  (7) and Eq.  (8),  fully differentiated equilibriums are  found  for all parameter 
values in the deterministic model. However, in the random utility model we observe for the combination 
of  low  values  of     and  high  values  of  2   symmetric  equilibriums.  For  example, with  2 0 9.    the 
equilibrium is symmetric for 2 product variants in case   equals 1 or 2, whereas for 5 product variants 










this dispersion affects  the pattern of product differentiation.  Intuitively,  the monopolist differentiates 
more  if the dispersion of the observed willingness to pay  increases. The effect of μ2 on the pattern of 






Figure  7  shows  the  contour  line  as  a  function  of   and  2 .  Below  this  line,  a  fully  differentiated 
equilibrium  exists  and  above  the  line  the  equilibrium  is  symmetric,  or  asymmetric with  overlapping 
product variants with at  least two product variants differing  in prices and qualities. The contour  line  is 
drawn for two, three, four and five product variants respectively, and with  7   and  2 1   as upper 
limits.  In essence,  the  figure shows under which conditions of  the key parameters of  the nested  logit 
model  realistic  patterns  of  fully  differentiated  equilibriums  occur.  In  general,  the  nested  logit model 
predicts fully differentiated patterns of product differentiation if the unobserved product heterogeneity, 




These  findings  show  that  the  random  utility  framework  can  be  applied  to  study  vertical  product 
differentiation  without  the  drawback  of  only  analysing  non‐realistic  symmetric  patterns  of  product 
differentiation  and without  assuming  deterministic  demand.  The  requirement  that  the  dispersion  of 
willingness to pay for quality  in the random utility model should be  large enough,  looks familiar to the 
28 
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asymmetric.20 So, the differences  in welfare are a result of the difference  in price setting only. Due  to 
this overpricing, consumers with a  larger willingness  to pay  for  the product compared with  the social 
costs  of  supplying  this  product may  choose  not  to  buy  the  product,  resulting  in  a welfare  loss.  The 

























The  same  reasoning holds  regarding unobserved heterogeneity. The  scale parameters have  the  same 
effect  on  the  profit  function  to  be  maximised  by  the  monopoly,  and  the  welfare  function  to  be 
maximised by the social planner. Therefore, the relative efficiency of the two welfare outcomes do not 











We confirm  that  the commonly used deterministic utility model  is a special case of  the more general 
random  utility  framework  with  respect  to  predicted  equilibrium  patterns  of  vertical  product 
differentiation. The use of the random utility framework offers two advantages over the deterministic 













utility  framework we  are  the  first  to  show  that  such  fully  differentiated  patterns  exist. However,  in 
contrast  to  the  deterministic  framework, within  the  random  utility  framework  the  existence  of  fully 
differentiated patterns of vertical product differentiation is conditional on the relative importance of the 
observed heterogeneity compared with the unobserved heterogeneity in utility amongst consumers. We 
show  that  unobserved  inter‐  and  intra  product  heterogeneity,  2 ,  should  be  small  relative  to  the 




is  constant  for  both  the  deterministic  and  random  utility model.  The monopoly welfare  equals  0.75 
times the welfare obtained in the social optimum. The relative welfare loss is independent of observed 
heterogeneity  in  the  sensitivity  for  quality.  Furthermore,  it  does  not  depend  on  unobserved 
heterogeneity in the demand for product variants, neither in unobserved heterogeneity in the demand 






Based  on  our  study  we  can  sketch  two  different  directions  to  extend  this  research  and  our 
understanding of multi‐product differentiation. Firstly, and most  importantly,  the  results of  this  study 
should be expanded  to  cover  for other market  structures,  such as duopolistic and oligopolistic multi‐
product markets. Although we conjecture, based on the article by Cheng et al. (2011), that the results 











Here we  show  the  first  order  conditions with  respect  to  prices  and  qualities  for  the  random  utility 
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  2 0 1.    2 0 5.    2 0 9.   
 
1    2    5    1    2    5    1    2    5    1    2    5   
1p   0.32  1.28  8.00  0.14  1.21  7.63  0.14  0.62  7.55  0.14  0.60  7.22 
2p   0.08  0.32  2.00  0.14  0.17  1.45  0.14  0.62  1.61  0.14  0.60  2.11 
1q   0.80  1.60  4.00  0.53  1.55  3.91  0.52  1.11  3.88  0.51  1.09  3.80 
2q   0.40  0.80  2.00  0.53  0.58  1.71  0.52  1.11  1.79  0.51  1.09  2.05 
                         
market share1  0.40  0.40  0.40  0.27  0.35  0.44  0.31  0.34  0.43  0.34  0.37  0.41 
market share2  0.40  0.40  0.40  0.27  0.29  0.37  0.31  0.34  0.37  0.34  0.37  0.38 
market sharem  0.80  0.80  0.80  0.55  0.64  0.81  0.62  0.68  0.80  0.68  0.74  0.79 
profitm  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0 
                         
CSm  0.04  0.16  1.00  0.28  0.38  1.15  0.34  0.42  1.16  0.39  0.48  1.16 
CSo  0.16  0.64  4.00  0.80  1.10  4.18  0.96  1.24  4.19  1.14  1.44  4.30 
Wm  0.12  0.48  3.00  0.61  0.85  3.18  0.73  0.96  3.20  0.88  1.11  3.24 
Wo  0.16  0.64  4.00  0.80  1.10  4.18  0.96  1.24  4.19  1.14  1.44  4.30 








  2 0 1.    2 0 5.    2 0 9.   
 
1    2    5    1    2    5    1    2    5    1    2    5   
1p   0.41  1.65  10.33  0.13  1.24  10.17  0.13  0.58  8.08  0.13  0.55  6.50 
2p   0.26  1.06  6.61  0.13  1.24  6.54  0.13  0.58  8.08  0.13  0.55  6.50 
3p   0.15  0.60  3.72  0.13  0.90  3.69  0.13  0.58  4.01  0.13  0.55  6.50 
4p   0.07  0.26  1.65  0.13  0.14  1.57  0.13  0.58  1.88  0.13  0.55  1.17 
5p   0.02  0.07  0.41  0.13  0.14  0.22  0.13  0.58  0.57  0.13  0.55  1.17 
1q   0.91  1.82  4.45  0.52  1.57  4.51  0.52  1.08  4.02  0.51  1.04  3.60 
2q   0.73  1.45  3.64  0.52  1.57  3.61  0.52  1.08  4.02  0.51  1.04  3.60 
3q   0.55  1.09  2.73  0.52  1.34  2.71  0.52  1.08  2.83  0.51  1.04  3.60 
4q   0.36  0.73  1.82  0.52  0.52  1.77  0.52  1.08  1.94  0.51  1.04  1.52 
5q   0.18  0.36  0.91  0.52  0.52  0.66  0.52  1.08  1.06  0.51  1.04  1.52 
                         
market share1  0.18  0.18  0.18  0.11  0.13  0.19  0.14  0.15  0.17  0.16  0.17  0.18 
market share2  0.18  0.18  0.18  0.11  0.13  0.18  0.14  0.15  0.17  0.16  0.17  0.18 
market share3  0.18  0.18  0.18  0.11  0.13  0.18  0.14  0.15  0.17  0.16  0.17  0.18 
market share4  0.18  0.18  0.18  0.11  0.13  0.17  0.14  0.15  0.17  0.16  0.17  0.17 
market share5  0.18  0.18  0.18  0.11  0.13  0.13  0.14  0.15  0.17  0.16  0.17  0.17 
market sharem  0.90  0.90  0.90  0.57  0.66  0.84  0.72  0.77  0.86  0.83  0.86  0.88 
profitm  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0 
                         
CSm  0.04  0.16  1.03  0.30  0.40  1.20  0.43  0.53  1.27  0.59  0.68  1.38 
CSo  0.16  0.66  4.13  0.85  1.16  4.35  1.27  1.58  4.60  1.77  2.11  4.99 
Wm  0.12  0.50  3.10  0.65  0.89  3.33  0.98  1.23  3.51  1.39  1.66  3.81 
Wo  0.16  0.66  4.13  0.85  1.16  4.35  1.27  1.58  4.60  1.77  2.11  4.99 
Wm/Wo  0.75  0.75  0.75  0.76  0.77  0.77  0.77  0.78  0.76  0.78  0.78  0.76 
Table 4 Random utility model  and deterministic model social optimal equilibriums, n=5, µ1=1, α=1. 
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